
Premier Congrès Franco-Marocain de Mathématiques Appliquées
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Abstract. On considère le problème suivant :
−Lu =

f

uγ(x)
dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
u ≥ 0 dans Ω,

où

Lu =

N∑
i=1

∂i

[
|∂iu|pi−2

∂iu
]
,

γ(x) > 0 est supposée être une fonction régulière, et Ω un domaine borné régulier de IRN . On supposera
également que f est une fonction positive appartenant à un espace de Lebesgue convenable Lm (Ω) . En
utilisant des arguments d’approximation, on arrive à démontrer l’existence d’une solution positive et à
établir sa régularité.
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1 Introduction

On considère le problème suivant : 
−Lu =

f

uγ(x)
dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
u ≥ 0 dans Ω,

(1.1)

où

Lu =

N∑
i=1

∂i

[
|∂iu|pi−2

∂iu
]
,

γ(x) > 0 est supposée être une fonction régulière, par exemple γ(x) ∈ C(Ω), et Ω un domaine borné
régulier de IRN . On supposera sans perte de généralité que 2 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN et que f est une
fonction positive appartenant à un espace de Lebesgue convenable Lm (Ω) .
Les problèmes élliptiques avec une nolinéarité singulière au second membre, ont été traités par différents
auteurs, nous nous sommes en particulier inspirés dans cette communication, des travaux [1, 2, 3].
Les problèmes anisotropes sont eux aussi abondamment traités dans la littérature, nous citerons en
particulier les travaux [4, 5, 6].
Le cadre fonctionnel naturel associé à l’opérateur L, est constitué des espaces de Sobolev anisotropes
suivants

W 1,(pi) (Ω) =
{
v ∈W 1,1 (Ω) ; ∂iv ∈ Lpi (Ω)

}
et

W
1,(pi)
0 (Ω) = W 1,(pi) (Ω) ∩W 1,1

0 (Ω)

muni de la norme usuelle

‖v‖
W

1,(pi)
0 (Ω)

=

N∑
i=1

‖∂iv‖Lpi (Ω) .
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On utilisera souvent les indices

1

p
=

1

N

N∑
i=1

1

pi

et

p∗ =
Np

N − p
, p∞ = max {pN , p∗}

Si p < N , alors

W
1,(pi)
0 (Ω) ↪→ Lr (Ω) ∀r ∈ [1, p∗]

et cette injection continue, devient en plus compacte dès que r < p∗.

Nous avons aussi, pour tout v ∈ W 1,(pi)
0 , pour tout r > 1 et pour tout i = 1, ..., N l’inégalité de type

Poincaré suivante

‖v‖Lr(Ω) ≤ C(|Ω|)r‖ ∂v
∂xi
‖Lr(Ω)

1.1 Théorème. Il existe une constante positive C, qui dépend uniquement de Ω, telle que pour chaque

v ∈W 1,(pi)
0 (Ω) , on a

‖v‖pN
Lp∗ (Ω)

≤ C
N∑
i=1

‖∂iv‖piLpi (Ω) , (1.2)

‖v‖Lr(Ω) ≤ C
N∏
i=1

‖∂iv‖
1
N

Lpi (Ω) ∀r ∈ [1, p∗] (1.3)

et ∀v ∈W 1,(pi)
0 (Ω) ∩ L∞ (Ω) , p < N∫

Ω

|v|r
N

p −1

≤ C
N∏
i=1

∫
Ω

|∂iv|pi |v|tipi
 1

pi

, (1.4)

pour chaque r et tj choisis de telle sorte à avoir


1
r =

γi(N−1)−1+ 1
pi

ti+1
N∑
i=1

γi = 1.

1.1 Définition. On dira que u ∈W 1,(pi)
0 (Ω) est une solution au sens de l’énergie de (1.1) si et seulement

si :
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2
∂iu∂iϕ =

∫
Ω

fϕ

uγ(x)
∀ϕ ∈ C1

0 (Ω) ,

et on dira que u est une solution faible de (1.1) si ∂iu
pi−1 ∈ L1(Ω),

f
uγ(x)

∈ L1
loc(Ω), et on a l’égalité

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2
∂iu∂iϕ =

∫
Ω

fϕ

uγ(x)
∀ϕ ∈ C1

0 (Ω) .

2 Principaux résultats

Les résultats présentés ici ont été publiés dans [7, 8].

2.1 Théorème. Soit s =
Np

N (p− 1) + p
et f ∈ Ls (Ω) , supposons qu’il existe un δ > 0 tel que si γ(x) ≤ 1

dans Ωδ, alors le problème (1.1) possède une solution u ∈W 1,(pi)
0 (Ω) .

2
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2.2 Théorème. Supposons que pour un certain γ∗ > 1 et pour un δ > 0 on ait ‖γ‖L∞(Ωδ)
≤ γ∗. Pourvue

que f ∈ Ls (Ω) avec s =
N (γ∗ − 1 + p)

N (p− 1) + pγ∗
, le problème (1.1) possède une solution u dans Lα (Ω) avec

α =
N (γ∗ − 1 + p)

(N − p)
, appartenant à W

1,(pi)
loc (Ω) .

Idée de la peuve
On considère les problèmes approximants suivants

−Lun = fn

(un+ 1
n )

γ(x) dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,
un ≥ 0 dans Ω,

(2.1)

avec fn = Tn(f), où

Tn(s) =

{
n s
|s| si |s| > n

s si |s| ≤ n

On a alors les lemmes suivants :

2.1 Lemme. Le problème (2.1) possède une solution dans W
1,(pi)
0 (Ω) .

2.2 Lemme. La suite {un}n est croissante par rapport à n.

2.3 Lemme. Pour tout n ∈ IN , un la solution du problème approximant (2.1), est telle que un ∈ L∞ (Ω)
et pour tout K ⊂⊂ Ω, un ≥ CK > 0.

Une fois ces lemmes démontrés, on passera à la limite en n pour montrer nos résultats principaux.
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