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Examen de Rattrapage

Exercice-1 : (06 points)

Calculer les primitives suivantes :

1. I1 =
∫

x −3

2x2 +2x +5
d x 2. I2 =

∫
x4

x3 −1
d x 3. I3 =

∫
d x

(1−x2)
3
2

.

Exercice-2 : (08 points)

I =
∫ π

2

0

cos2(x)

cos(x)+ sin(x)
d x, J =

∫ π
2

0

sin2(x)

cos(x)+ sin(x)
d x.

1. Sans calculer I et J , montrer que I = J .

2. Trouver une relation entre I et J , puis calculer I et J .

Exercice-3 : (06 points)

Soit λ ∈R , résoudre l’équation différentielle suivante :
y"−4λy ′+4λ2 y = e3λx

y(0) = y ′(0) = 1.
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Correction

Exercice-1 : (06 points)

1. I1 =
∫

x −3

2x2 +2x +5
d x =

∫ 1
4 (4x +2)− 14

4

2x2 +2x +5
d x = 1

4

∫
4x +2

2x2 +2x +5
d x − 7

2

∫
1

2x2 +2x +5
d x = 1

4
ln |2x2 +2x +5| −

7

2

∫
1

2x2 +2x +5
d x+c, et

∫
1

2x2 +2x +5
d x = 1

2

∫
1

( 2x+1
2 )2 + 9

4

d x = 2

9

∫
1

( 2x+1
3 )2 +1

d x, on pose t = 2x+1
3 ,

∫
1

3(t 2 +1)
d t =

1

3
arctan(

2x +1

3
)+ c, donc

I1 = 1

4
ln |x2 +x +3|− 7

6
arctan(

2x +1

3
)+ c...........................................................(1.5 points)

2. I2 =
∫

x4

x3 −1
d x =

∫
x4 −x +x

x3 −1
d x = 1

2
x2 +

∫
x

x3 −1
d x = x + I ′2, et de plus x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1) alors

I ′2 =
∫

x

(x −1)(x2 +x +1)
d x par la décomposition en élement simple, on obtient que :

1

x3 −1
= 1

(x −1)(x2 +x +1)
= α

x −1
+ βx +γ

x2 +x +1
, on aura que α= γ=−β= 1

3 , et par suite

I ′2 =
1

3

[∫
d x

x −1
−

∫
x −1

x2 +x +1
d x

]= 1

3
ln |x −1|− 1

6

[
ln(x2 +x +1)−

∫
3

x2 +x +1
d x

]
= 1

3
ln |x −1|− 1

6

[
ln(x2 +x +1)−

∫
3

x2 +x +1
d x

]= 1

3
ln |x −1|− 1

6
ln(x2 +x +1)− 1

6
I "2,

avec

I "2 =
∫

3

x2 +x +1
d x =

∫
4

( 2x+1p
3

)2 +1
d x, on pose t = 2x +1p

3
alors I "2 =

∫
2
p

3

t 2 +1
d t = 2

p
3arctan(

2x +1p
3

)+ c.

Donc

I2 = 1

2
x2+1

3
ln |x−1|−1

6
ln(x2+x+1)− 1p

3
arctan(

2x +1p
3

)+c......................................................................................(3 points).

3. I3

∫
d x

(1−x2)
3
2

d x, on pose x = sin(t ),d x = cos(t )d t

I4 =
∫

cos(t )d t

(1− sin2(t ))
3
2

d x =
∫

d t

cos(x)2 d x = tan(t )+ c = tan(arcsin(x))+ c

= sin(arcsin(x))√
1− sin2(arcsin(x))

+ c = xp
1−x2

+ c...........................................................................(1.5 points).

Exercice-2 : (08 points)
Trouver une relation entre I et J , puis calculer I et J

I =
∫ π

2

0

cos2(x)

cos(x)+ sin(x)
d x, J =

∫ π
2

0

sin2(x)

cos(x)+ sin(x)
d x.

1. Commencons par calculer I − J

I−J =
∫ π

2

0

cos2(x)− sin2(x)

cos(x)+ sin(x)
d x =

∫ π
2

0

(cos(x)− sin(x))(cos(x)+ sin(x))

cos(x)+ sin(x)
d x =

∫ π
2

0
(cos(x)−sin(x))d x = 0....(2points)

2. la deuxième relation

I + J =
∫ π

2

0

cos2(x)+ sin2(x)

cos(x)+ sin(x)
d x =

∫ π
2

0

1

cos(x)+ sin(x)
d x

On utilise le changement de variable universel t = tan( x
2 ), avec sin(x) = 2t

t 2 +1
,cos(x) = 1− t 2

t 2 +1
et d t = 2

1+ t 2 on
aura que

I + J =
∫ 1

0

2

−t 2 +2t +1
d t =

∫ 1

0

2

(t − t0)(t − t1)
d t =

∫ 1

0

α

(t − t0)
d t +

∫ 1

0

β

(t − t1)
d t

avec t0 = 1+p
2, t1 = 1−p

2,α= 1p
2

,β= −1p
2

, donc

I + J = 1p
2

[
ln |t −1−p

2|− ln |t −1+p
2|]1

0 =
1p
2

[
ln |1+p

2|− ln |p2−1|] =p
2ln |1+p

2|...................(4points)
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Alors on peut déduire que

I = 1p
2

ln |1+p
2|...................................................................(1point)

J = 1p
2

ln |1+p
2|....................................................................(1point)

Exercice-3 : (06 points)

Soit λ ∈R , résoudre l’équation différentielle suivante :
y"−4λy ′+4λ2 y = e3λx

y(0) = y ′(0) = 1.

1. Si λ= 0, alors l’équation réduit a 
y" = 1

y(0) = y ′(0) = 1.

Et par suite y(x) = 1
2 x2 +ax +b, en utilisant les conditions initiales, on aura

y(x) = 1

2
x2 +x +1......................................(2points)

2. Si λ 6= 0,
y"−4λy ′+4λ2 y = e3λx

— On commence par la résolution de l’equation sans second membre

y"−4λy ′+4λ2 y = 0

On lui associe l’équation caracteristique r 2 −4λr +4λ2 = 0, où cette équation possède une racines double
r = 2λ Et par suite la solution sera de la forme

y(x) = (αx +β)e2λx ..................................(1point)

.
— Recherche d’une solution particulière de l’equation avec second membre, on peut remarquer que y∗(x) =

ce3λx est une solution particulière, ou c est une constante a fixée, on remplace la solution particulière dans
l’équation on aura .

(9λ2 −12λ2 +4λ2)ce3λx = e3λx .

Et par suite c = 1
λ2 , donc la solution particulière y∗(x) = 1

λ2 e3λx .....................(1point).
N.B : On peut utiliser la méthode de variation de la constante pour la recherche de solution particulière.
Alors la solution générale est

y(x) = (αx +β)e2λx + 1

λ2 e3λx

Pour savoir les valeurs de a et b, on utilise les conditions initiales y(0) = y ′(0) = 1, on aura

y(0) =β+ 1

λ2 = 1 ⇒β= 1− 1

λ2 ....................................(0.5point)

y ′(0) =α+2λβ+ 3

λ
= 1 ⇒α= λ−2λ2 +1

λ
....................................(0.5point)

La solution générale est :

y(x) = (
(λ−2λ2 +1)x

λ
+ λ2 −1

λ2 )e2λx + 1

λ2 e3λx .....................(1point).


