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Rattrapage

Exercice-1 : (6 pts)

Calculer les dérivées (et les simplifier si c’est possible) des fonctions suivantes :

1. f1(x) = (1+ 1
x )x

2. f2(x) = x2 ln(x +
p

1+x2)

3. f3(x) = Ar ct an(
p

1−x)

4. f4(x) = cos3(
p

1−x)

Exercice-2 : (6 pts)

Donner l’expression de la dérivée nième de la fonction suivante :

f (x) = ln[(ax +b)α].

Où a,b et α sont des nombres réels non nuls.

Exercice 3 : (8 pts)
Etant donné les nombres a et b vérifiant 0 < a < b, on considère les deux suites :

Un =
√

Un−1Vn−1 et Vn = Un−1 +Vn−1

2
avec U0 = a et V0 = b.

Montrer que ces deux suites convergent et admettent une même limite.
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Correction

Exercice 1 : (6 pts)
En utilisant la dérivée de la composition entre deux fonctions (hog )′(x) = h′(g (x))g ′(x).

1. f ′
1(x) = [(1+ 1

x )x ]′ = [e(x ln(1+ 1
x ))]′ = [− 1

x + ln(1+ 1
x )](1+ 1

x )x (1.5 pts)

2. f2(x) = [x2 ln(x +
p

1+x2)]′ = 2x ln(x +
p

1+x2)+ x2

p
1+x2

(1.5 pts)

3. f3(x) = [Ar ct an(
p

1−x)]′ = −1

2(2−x)
p

1−x
(1.5 pts)

4. f ′
4(x) = [cos3(

p
1−x)]′ = 3

2
p

1−x
sin(

p
1−x)cos2(

p
1−x) (1.5 pts)

Exercice-2 : (6 pts)

Donner l’expression de la dérivée nième de la fonction suivante :

f (x) = ln[(ax +b)α].

Où a,b et α sont des nombres réels non nuls. f est dérivable sur ]− b
a ,+∞[

f ′(x) = αa

ax +b

f "(x) = −αa2

(ax +b)2

f (3)(x) = 2αa3

(ax +b)3

f (4)(x) = −2.3.αa3

(ax +b)4

.

.

.

f (n+1)(x) = ann!(−1)nα

(ax +b)n+1 , ∀n ∈ N .....(Pn) , (3pt s)

Formule qu’il est necessaire de démontrer par récurrence : (3pts)

— Vérification : n = 0, f ′(x) = αa

ax +b
Vraie

— Hypothése de récurrence : (Pn).

— Résultat f (n+2)(x) = an+1(n +1)!(−1)n+1α

(ax +b)n+2 , ∀n ∈ N ..... (Pn+1).

En effet

f (n+2)(x) = [ f (n+1)(x)]′ = [
ann!(−1)nα

(ax +b)n+1 ]′ =−(n +1)a
ann!(−1)nα

(ax +b)n+2 = an+1(n +1)!(−1)n+1α

(ax +b)n+2

Et par suite,

∀n ∈ N f (n+1)(x) = ann!(−1)nα

(ax +b)n+1 , ∀n ∈ N

Exercice 3 : (8 pts)
Etant donné les nombres a et b vérifiant 0 < a < b, on considère les deux suites :

Un =
√

Un−1Vn−1 et Vn = Un−1 +Vn−1

2
avec U0 = a et V0 = b.

Montrer que ces deux suites convergent et admettent une même limite.
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1. Démonstration par réccurence que : pour tout entier n, 0 <Un ≤Vn (Pn) (3 pts)
— Vérification : n = 0, 0 <U0 = a < b =V0

— Hypothése de récurrence : (Pn).
— Résultat 0 <Un+1 ≤Vn+1 (Pn+1).

On a 0 <Un ≤Vn alors 0 < Un+Vn
2 =Vn+1 et 0 <Un+1,

on remarque aussi que : Vn+1 −Un+1 = Un+Vn
2 −p

UnVn = (Vn−Un )2

2 > 0 ∀n ∈ N .

2. La monotonie de Un et Vn (2 pts)
— pour tout entier n, Un <Vn , alors U 2

n <VnUn alors Un <p
VnUn =Un+1, alors Un est croissante ∀n ∈ N .

— 0 < Un ≤ Vn alors 2Vn > Un +Vn , on peut déduire : Vn > Un+Vn
2 = Vn+1, On obtient Vn est décroissante

∀n ∈ N .

3. On a Un est croissante et majorée par b alors elle converge, et Un est décroissante et minorée par a alors elle
converge. (2 pts)

4. Si on pose lim
n→∞Un =α et lim

n→∞Vn =β
lim

n→+∞Un = lim
n→+∞

p
Un−1Vn−1 et lim

n→+∞Vn = lim
n→+∞

Un−1+Vn−1
2

α=√
αβ et β= α+β

2 ⇒α=β donc les deux suites sont adjacentes (1 pt)


