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Examen Final

Exercice-1 : (05 points)

Soit n ∈N∗ fixé, résoudre dans C l’équation suivante :

Z 6n − i Z 3n −1− i = 0.

Exercice-2 : (05 points)

Calculer ce qui suit :

1. I1 =
∫

x −1

x2 +x +3
d x 2. I2 =

∫
(arctg(x))2

x2 +1
d x 3. I3 =

∫ p
x −1

x
d x.

Exercice-3 : (05 points)

Trouver une relation entre I et J , puis calculer I et J

I =
∫ π

0
x2 cos2(x)d x, J =

∫ π

0
x2 sin2(x)d x.

Exercice-4 : (05 points)

Résoudre l’équation différentielle suivante :
x y ′ ln(x)− y = (ln(x))2

y(e) = 3.
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Correction

Exercice 1 : (05 points)
Soit n ∈N∗ fixé, pour résoudre l’equation

Z 6n − i Z 3n −1− i = 0.

On pose w = Z 3n , on obtient alors léquation :

w2 − i w −1− i = 0.

∆= i 2 +4+4i = (2+ i )2, ainsi

w1 = 1+ i , w2 =−1 sont des solutions de l’equation w2 − i w −1− i = 0...................................(1point)

pour obtenir les solutions de l’equation
Z 6n − i Z 3n −1− i = 0.

Il suffit de chercher les racines w1, w2 ainsi que w = r eiθ

r 3nei 3nθ =p
2ei π4

alors |z|3n =p
2 et Ar g (z3n) = π

4 +2kπ,∀k ∈Z alors |z| = 2
1

6n et Ar g (z) = π
12n + 2kπ

3n ,k = 0,1,2,3, ...,3n −1

z0 = 2
1

6n ei π
12n , z1 = 2

1
6n ei 9π

12n , ..., z3n−1 = 2
1

6n ei 24nπ−7
12n ..........................................................................................(1.5points)

D’autre part,
Z 3n =−1 = eiπ alors |z|3n = 1, Ar g (z) = π

3n + 2kπ
3n ,k = 0,1,2,3, ...,3n −1,

z ′
0 = ei π

3n , z ′
1 =−1, ..., z ′

3n−1 = ei π(6n−1)
3n ..........................................................................................................(1.5points)

Alors notre equation de départ possède comme solutions

z0, z1, z2, ..., z3n−1, z ′
0, z ′

1, ..., z ′
3n−1....................................................................................................(1point)

Exercice-2 : (05 points)

1. I1 =
∫

x −1

x2 +x +3
d x =

∫ 1
2 (2x +1)− 3

2

x2 +x +3
d x = 1

2

∫
2x +1

x2 +x +3
d x−1

2

∫
3

x2 +x +3
d x = 1

2
ln |x2+x+3|−3

2

∫
1

x2 +x +3
d x+

c, et
∫

1

x2 +x +3
d x = 1

( 2x+1
2 )2 + 11

4

d x = 4

11

1

( 2x+1p
11

)2 +1
d x, on pose t = 2x+1p

11
,
∫

2p
11(t 2 +1)

d t = 2p
11

arctan(
2x +1p

11
)+

c donc I3 = 1

2
ln |x2 +x +3|− 3p

11
arctan(

2x +1p
11

)+ c...........................................................(1.5 points)

2. I2 =
∫

(ar ct g (x))2

x2 +1
d x, on pose t = ar ct g (x) alors d t = d x

x2+1
, donc I2 =

∫
t 2d t et par suite I2 = 1

3 t 3 + c =
1
3 (ar ct g (x))3 + c...........................................................................................................................(1.5 points).

3. I3 =
∫ p

x −1

x
d x, on pose y =p

x −1 et x = y2+1 donc d y = d x
2
p

x−1
, donc I3 =

∫
2y2 −2+2

y2 +1
d x = 2y−

∫
2

y2 +1
d x =

2y −2[arctan(y)] = 2
p

x −1−2arctan(
p

x −1)+ c...........................................................................(2 points).

Exercice-3 : (05 points)
Trouver une relation entre I et J , puis calculer I et J

I =
∫ π

0
x2 cos2(x)d x, J =

∫ π

0
x2 sin2(x)d x.

Commencons par calculer

I + J =
∫ π

0
x2(cos2(x)+ sin2(x))d x =

∫ π

0
x2 d x = 1

3
[x3]π0 = 1

3
π3....................................................................(1point)

I − J =
∫ π

0
x2(cos2(x)− sin2(x))d x =

∫ π

0
x2 cos2(2x)d x

on peut poser t = 2x on trouve que

I − J = 1

8

∫ 2π

0
t 2 cos2(t )d x
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par deux fois intǵration par partie, on trouve :

1

8

∫ 2π

0
t 2 cos2(t ) = 1

8

[
[t 2 sin(t )]2π

0 −2
∫ 2π

0
t sin(t )d t

]= 1

8

[
[t 2 sin(t )−2(−t cos(t )+ sin(t ))]2π

0

]= 1

2
π...................(2points)

Alors on peut déduire que

I = π

4
+ 1

6
π3 = 2π3 +3π

12
....................................................................(1point)

J = −π
4

+ 1

6
π3 = 2π3 −3π

12
....................................................................(1point)

Exercice-4 : (05 points)

Résoudre l’équation différentielle suivante :
x y ′ ln(x)− y = (ln(x))2

y(e) = 3.

On commence par la résolution de l’equation sans second membre

x y ′ ln(x)− y = 0 alors
y ′

y
= 1

x ln(x)

, et par suite
d y

y
= d x

x ln(x)
,

après intégration ∫
d y

y
=

∫
d x

x ln(x)
=⇒ ln |y | =

∫
d x

x ln(x)

on pose t = ln(x) donc d t = d x
x alors

ln |y | =
∫

d x

x ln(x)
=

∫
d t

t
= ln |t |+ c = ln | ln(x)|+ c....................................(1.5 points)

On obtient finalement que y(x) = K ln(x) pour tout K ∈R est une solution générale de l’équation sans second membre
Recherche d’une solution particulière de l’equation avec second membre, on peut remarquer que y∗(x) = (ln(x))2 est
une solution particulière....................................(1.5 points).
N.B : On peut utiliser la méthode de variation de la constante pour la recherche de solution particulière.
Alors la solution générale est

y(x) = K ln(x)+ (ln(x))2

Pour savoir la valeur de K, on utilise la condition initiale y(e) = 3, on aura

y(e) = K +1 = 3 ⇒ K = 2....................................(1point)

La solution générale est :
y(x) = 2ln(x)+ (ln(x))2.....................(1point).


