
Démonstration de la célèbre formule du binôme de Newton 
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On remarque que : 
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l  étant une variable muette, on peut très bien remettre la lettre 
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Par (1) et (2), on obtient : 
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Enlevons le terme 
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k = n +1 de la première somme et le terme 
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Les deux premiers termes valent respectivement 
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Pour simplifier ce qu’il y a entre crochets, on utilise la formule de Pascal : 
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Ici, notre objectif est d’obtenir l’expression 
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On remarque alors astucieusement que l’on peut écrire : 
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ce qui nous permet de rajouter les termes correspondant aux bornes 
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Par le principe de récurrence, on peut donc affirmer que : 
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Exercices - Raisonnements mathématiques de base -
absurde - contraposée - récurrence -... : corrigé

1. Si n est impair, alors n2 − 1 est divisible par 8.
2. Prenons n un entier impair. n s’écrit donc 2l + 1 où l est un entier. Si l est pair, l = 2k

et donc n = 4k + 1. Si l est impair, l = 2k + 1 est donc n = 4k + 3. Dans tous les cas, on
a donc n = 4k + r avec k ∈ N et r ∈ {1, 3}. On passe au carré :

n2 − 1 = (4k + r)2 − 1 = 16k2 + 8kr + r2 − 1 = 8(2k2kr) + r2 − 1.

Or, si r = 1, r2 − 1 = 0 et n2 − 1 est divisible par 8. Si r = 3, r2 − 1 = 8 et n2 − 1 est
aussi divisible par 8 !

3. Par le principe de contraposition, oui !

Raisonnement par récurrence

Exercice 5 - Pour se mettre en confiance... - L1/Math Sup - ?
On va procéder par récurrence sur n ∈ N∗. On considère la propriété P(n) = ”2n−1 ≤ n! ≤

nn”. P(1) est vérifiée, puisque 20 = 1! = 11 = 1. Supposons maintenant que P(n) est vraie pour
un certain n ∈ N∗ et prouvons que P(n + 1) est vraie. On commence par prouver l’inégalité de
gauche. On remarque d’abord que, puisque n ≥ 1, on a 2 ≤ n + 1 d’où l’on déduit

2n = 2× 2n−1 ≤ 2× n! ≤ (n + 1)× n! ≤ (n + 1)!

Pour l’inégalité de droite, on part de l’hypothèse de récurrence et on multiplie par (n + 1), pour
obtenir

(n + 1)! ≤ (n + 1)nn.

Or, n ≤ n + 1 et donc nn ≤ (n + 1)n. On en déduit que

(n + 1)! ≤ (n + 1)× (n + 1)n = (n + 1)n+1.

P(n + 1) est donc vérifiée, ce qui prouve, par récurrence, l’inégalité voulue pour tout n ∈ N∗.

Exercice 6 - Limite de validité - L1/Math Sup - ??

1. Soit n ≥ 3 tel que Pn est vraie. On a alors

2n+1 = 2× 2n ≥ 2n2.

Il suffit donc de montrer que 2n2 ≥ (n + 1)2 ⇐⇒ n2 − 2n − 1 ≥ 0. On calcule le
discriminant de ce dernier polynôme, on fait son tableau de signes et on s’aperçoit qu’il
est toujours positif pour n ≥ 3. Ceci montre bien Pn+1.

2. Il faut faire attention, car P3 est fausse ! On ne peut donc pas en déduire que Pn est vraie
pour n ≥ 3. D’ailleurs, P4 est fausse, mais P5 est vraie. Par le principe de récurrence, Pn

est vraie pour n ≥ 5. Pour les premières valeurs de n, on constate également que P0 et P1
sont vraies.

Exercice 7 - Plusieurs paramètres ? - L1/Math Sup - ?

http://www.bibmath.net 2

MIRI
Note
Par contraposition


	binome
	raisonnementcor



